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Kontinuierliche Wavelet-Transformation T

® Fourier-Transformation
Zeitvariantes Signal x(t) = sin(2n(f + 0,08t) - t)
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Kontinuierliche Wavelet-Transformation A(IT

B Kurzzeit-Fourier-Transformation
® Vergleich des Signals mit einem zeit- und frequenzverschobenen Fenster:

F) (T, f) — <a:(t),7(t —T) - ej2"rft>

B Wavelet-Transformation

® Vergleich des Signals mit einem zeitverschobenen und skalierten
Mother-Wavelet:

W2 (a,b) = { 2(t), \/1@1& (t;b)

baalt) = o (57
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Kontinuierliche Wavelet-Transformation

B Zeitverschobenes und skaliertes Mother-Wavelet:

baslt) = v (57

® Konzentration der Signalenergie:

= mittlere Zeit; by, = aty + b =T
= mittlere Frequenz: f%,b — fw/a — f
= Zeitdauer: Apgp =a- Ay
= Bandbreite: Afgpr =A¢/a

AIT

ut fur Technologie

B Zeit-Frequenz-Darstellung der Wavelet Transformation:

f

qu’b(Ta f) — <5€(t), E
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Kontinuierliche Wavelet-Transformation ﬂ(".

B Zulassigkeitsbedingung

(©. @)

_TEWRp
-/ A

<

L0
_é 7] df < Cy

— o0

® Energieerhaltung
(@(t),y(®), = (W (,b),W; (a.b) )

® Signalrekonstruktion

(1) = [ /W“’bab ()dadb

—OOOO
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Karlsruher Institut far Technologie II’T

Kontinuierliche Wavelet-Transformation

Eigenschaften

B Translationsinvarianz

rs(t) =a(t—ts) oo WY (ab)=WI(ab—ts)

B Affininvarianz
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Diskrete Wavelet-Transformation ﬂ(".

Dyadische Wavelet Reihen
® Diskretisierung der Skalierung und Zeitverschiebung

ay = 2~ bk =m 28T
B skaliertes und zeitverschobenes Wavelet

Y k(t) = 2772275 (t — m2FT) = 275227 %t — mT)

m Rekonstruktion: Wavelet-Reihe (hier:1)(t) = ) (t))

o0

Bt)= > Y WE(mk)mrt)

k=—o0o0 m=—00
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® Bei Signalen mit Springen/Peaks bessere Approximation als Fourier-

Diskrete Wavelet-Transformation ﬂ("‘

Reihe mit gleicher Anzahl an Koeffizienten

Fourier-Reihe
(55 Punkte)

Wavelet-Reihe
(55 Punkte)
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Diskrete Wavelet-Transformation ﬂ(".

Karlsruher I fir Technolog
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Diskrete Wavelet-Transformation __\ﬂ("'

Multiraten-Filterbank
® Projektion auf Bandpass- Unterréume Wi

PI‘OJ{:U }— Z di(m)Ym i (t) € Wy

m=—0oo

® Approximation des Signals z(t) im Funktionenraum Vj

Z(t) ~ xo(t) = P‘]on {z(t)} =D wk(®)
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Diskrete Wavelet-Transformation ﬂ("‘

Sighalanalyse

v

gpp(m)— 2 | —— d())

v

gpp() | 2 | — d(I)

v

gpp() ) 2 | —— ()

—.—>gTP(m) — 2 ! ——> gTP(l) — 2 | e gTP(i) — 2 ‘ R C3(j)
Co (M) ci(l) Cy (1)
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Diskrete Wavelet-Transformation

Sighalsynthese

a,qa)
d,() |

d.(j) |

Cs(J)
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» hgp(D)

» hgp(i)

" hrp()

C, (1)

» htp(D)

¢ (1)

»hrp(m)

—(—

Co(m)
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Diskrete Wavelet-Transformation -\“—(IT

Zusammenhang zwischen den Filtern

® Aus den Koeffizienten eines einzigen Filters lassen sich
® die anderen Filterkoeffizienten
® die Skalierungsfunktionen und Wavelets

bestimmen.
hre(m) = grp(—m) hep(m) = (—=1)" - hrp(1 —m)
hsp(m) = ggp(—m) gep(m) = (—=1)™ - g1p(1 —m)

Wavelet Packets
® Filterbank wird zu vollstandigem Binarbaum erweitert

® Beste Basis wird ausgewahlt, die Signal mit wenigen Koeffizienten
hoher Energie beschreibt
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Diskrete Wavelet-Transformation

Zeitsignal

[

Reelles Zeitsignal der Lléinge N=16

Fourier- Transformation STFT Wavelet-Transtormation
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Diskrete Wavelet-Transformation ﬂ(".

Wavelet-Transformation

sur(m) |—(}2)— @D

L 4

ym) —
> grp(m) _’@_’.
) @ gup(m)
N e
: gre(m) 12
Zeit-Frequenz-Ebene e L p=g grp(m)
2
/ St J
7 T 1 t
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Diskrete Wavelet-Transformation A(IT
Wavelet Packet Filter Bank o — L en) () — @8
» gup(m) —’@—'
[l ~@— i
i o _’@_ » gpp(m)
o - » grp(m) —’(:)—'
nm) — €2.1
X e B g —(—
grp(m) { _.@_.
» grp(m) —'@— 2.0
» grp(m) —’(::)— L) _>@_’
Zeit-Frequenz-Ebene - » grp(m) —-@—-
11 11 11 |
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Aufgaben
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Aufgabe 1: Eigenschaften der Wavelet QAAT
Transformation

T

In Gl. (1) (Abschnitt 1.1) wird die Wavelet-Transformation als Zeit-Frequenz-Darstellung gegeben. Untersu-

chen Sie fur diese Darstellung die Eigenschaften

a) Translationsinvarianz und

b) Affininvarianz.

19 18.12.2014 Institut fur Industrielle Informationstechnik



Aufgabe 2: Wavelet-Trafo einer ﬂ("'
Exponentialfunktion

T

a) Bestimmen Sie die Wavelet-Transformierte des Signals x(f) = exp(—atg) mithilfe des Gabor-

Wavelets

.. 34 1, )
P(t) = (—) exp ( — E'D)t ) exp (JZWfOt) :

™

b) Kann das Signal x(t) aus der Wavelet-Transformierten mithilfe des Gabor-Wavelets rekonstruiert wer-

den?
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Aufgabe 2: Wavelet-Trafo einer QAAT

T

EX p O n e n tl al f u n ktl O n Karlsruher Institut fur Technologie
1.4: C : : ; 1.8¢ s -
X(t) X
7 1.6 o I
Lol W | 0
1.4 y
1 = -

1.2 1
= 0.8 T e 1k ]
= 2
< 06 . X 08" I
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Aufgabe 2: Wavelet-Trafo einer
Exponentialfunktion

T

®a)

WY (a,b) = \/1|7| 7m (t_b> dt

i oy (2) e (40 ()
e (Ci2en (50 a
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Aufgabe 2: Wavelet-Trafo einer ﬂ( '|'
g . . Karlsruher Institut erTIechnologie ’lIT
Exponentialfunktion

m a)
1 3 1 (t—b\?
Wi Vmﬂnf o) (5) e“@(zﬁ( ) )
-exp( —3j27 fo (t;b)) dt
@)oo
al \r a

i s B B, BN (o fo
./exp( ot 2a2t a?t 52 exp J27rat dt
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Aufgabe 2: Wavelet-Trafo einer
Exponentialfunktion

®a)

wah) = —= (1) e (127
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Aufgabe 2: Wavelet-Trafo einer
Exponentialfunktion

T

m a)

B\ [ BN ,2, B
W¥(a,b) = C - exp (—@ /exp — onrﬁ t +a,2t

o :20,‘2,&—}—{3
exp ( JQ?TEZ’J) dt
a
82\ [ 2020+ [, 2Bb
_ — t — t
=¢ exp( 242 / oxp 2a? 20%a +

Gb \° Bb 1\’ o f
+ (2(,1%}5—}—,8) o <2a2a+ﬁ) )) - exp <—J27Tgot> dt

25 18.12.2014 Institut fur Industrielle Informationstechnik



Aufgabe 2: Wavelet-Trafo einer ﬂ( '|'
g . . Karlsruher Institut erTIechnologie ”IT
Exponentialfunktion

m a)
A : b
W¥(a,b) = C - exp (—%) / exp (— 20 20;; b (tQ - 2&22055—|— ﬁt
B\ Bb 1\ L fo
! (2a2a+5) - (2a2a+ﬁ) )) P (_J%Et) “
552 BQbQ
= C -exp (_Tmz =+ 2a%(2a%a 1 3))

220 + f Bb \° o f
| / =P (_ azO;? (t_ 2a2a+ﬁ> ) o (ﬂ%ft) @

— 0
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Aufgabe 2: Wavelet-Trafo einer
Exponentialfunktion

T

L)
,852 szz
Wﬁ(a,b) =C -exp (_ﬂz ™ 2a%(2a”a + 5))
- 2020+ 3 pb 2 L
: / exp (— 902 (t  2a2a + /8) ) o (_ngzt) !

B afb” . Jo b
= (C - exp _2a,2a—|—,8 exp —327ra ‘2a2a—|—@

- F {exp ( QQQ;;;'_ 'Btz) }
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Aufgabe 2: Wavelet-Trafo einer
Exponentialfunktion

T

B a)
b2 ] b
WE(ap) = C-exp <_ Qa(;cf T ﬁ) o (_‘]Qﬂf | 2“2§ TP )
2a°a + ﬁ
.F{exp( 502 >}f{?

b? b
= (' - exp (— 2a§£+ ﬁ) exp (—jQWfO : b )

2a2T WQQ . 202
: exp | ——=
20%2c0 + 3 20%2c + 3
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Aufgabe 2: Wavelet-Trafo einer
Exponentialfunktion

T

®a)

b2 b
Wy (a,b) = C'-exp (_ Qa(;g + 6) o (_j%{f | 2“’25‘ +h )

2&27(' 2f0 2&

"\ 2020+ 3 eEb 2&204 + 3
| 1 b

(0o
af \n ?
e N (. fo B
=P To02q + 0 PAT 0 " 2020 + 0
202 2f° - 2a°
20 + B eEb 2a2a + 0
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Aufgabe 2: Wavelet-Trafo einer ﬂ(“‘
Exponentialfunktion

® a)

W¥(a,b) = ! (g) ' exp (jQﬂ'ng)

al

o (_ o 3b )eX (_,wao. Bb )
P\ 2¢2a+8) 7P\ 2020+

202 7T2-f—§— . 2a2
g 5 exp | — C2‘
2a%a + 3 20%a +
AR 20°T afb® \ Vgt
== — * v QX — . ex P
) 7 Vet 8 P\ e r5) "\ 2aat s

b
- exp (jZﬂ'fOE (1 — 2a2(§—|—ﬁ>>
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Aufgabe 2: Wavelet-Trafo einer
Exponentialfunktion

®a)

1

- exp

|
YN
| ®
N
N

18.12.2014

20T
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a] | 2¢%a+p

( a3b?
p

. b 5
(‘]%ﬁ’& (1 " 2a2a ,8))

y

2w |a] oxp (ﬁ

20%a + 3

af3b? + 27r2f02

20%a + 3

T

212 f&
R . eX J—
20%c + (3 P\ 72024 + 3

_ 2abc
) - exp (J27rf0 5
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Aufgabe 2: Wavelet-Trafo einer ﬂ(“‘
Exponentialfunktion i woros

® a)

05w

MERI]
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Aufgabe 2: Wavelet-Trafo einer ﬂ(“'
Exponentialfunktion s

| a)

g
0 L.

04 Lo

lWE':*L Fil
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Aufgabe 3: Multiraten-Filterbank ﬂ(".

Karlsruher Institut far Technologie

Das treppenférmige Signal 7
T = Z cog(m)(c(t—mT)—o(t—(m+1)T))

m=0
mit
cp(0) =0 co (1) =2 co(2) =3 co(3) =4 co(4) =4 co(5) =3 o (6) = 2 co(7) =0
soll mithilfe einer Multiraten-Filterbank in seine Approximationen und Details zerlegt werden. Die

Filterkoeffizienten sind vorgegeben: T 1
—1) = +— ~1)=-—

gtp ( ) \/§ gsp ( ) \/é

1 1
gre (0) 7 gap (0) 7

Die zugehorige Wavelet und Skalierungsfunktion sind definiert als

1, firo<t<i )
U(t)=4-1 fUr1_<t<21 (1) 1, faro<t<1
| - v 0, sonst
0, sonst

a) Zerlegen Sie das Signal zo (¢) mithilfe der Multiraten-Filterbank in die Approximationskoeffizientency, (m)
und die Detailkoeffizienten dj (m), k = 1,2,3.

b)  Berechnen und zeichnen Sie die Projektionen des Signals zo (t) auf die Funktionenraume Vi und Wy
(k =1,2,3)
i (t) = Projy, {zo(t)} yr (t) = Projy, {zo(t)}
c)  Rekonstruieren Sie das Signal xq (¢) zeichnerisch durch Addition von 1 (t), w2 (t), ya(t) und z3 ().
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Aufgabe 3: Multiraten-Filterbank ﬂ(".

Karlsruher Institut far Technologie

a) Zerlegen Sie das Signal xo(¢) mithilfe der Multiraten-Filterbank in die Approximationskoeffizienten
c.(m) und die Detailkoeffizienten dj.(m), k = 1,2, 3.

b) Berechnen und zeichnen Sie die Projektionen des Signals w(#) auf die Funktionenraume Vj, und W
(k =1,2,3):

rp(t) = P‘I;Oj {;{:0&)} yp(t) = P;;:_oj {;{:g(t‘.)}

c) Rekonstruieren Sie das Signal x:¢(t) zeichnerisch durch Addition von 1 (t), ya(?), ya(t) und z3(?).
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Aufgabe 3: Multiraten-Filterbank ﬂ(“. T

4 T T T 3 3
3« -
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t t
35 r . . r r r r 2 r r . . . . .
3 g Ak |
_ 25f g .
N = Or N
x 2l J >
15f 4 ar ]
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t t
35 r . . r r r r 1 r r . . . . .
3r 7 0.5 ,
_ 25f g _
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t t
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